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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
АКТУАЛЬНОСТЬ ТЕМЫ. В данной работе мы исследуем некото­
рые геометрические, алгебраические и аналитические аспекты теории 
пространств Карно - Каратеодори, обобщающих классические субри­
мановы пространства и важных для многих приложений, включая тео­
рию оптимального управления, теорию субэллиптических уравнений и 
др. Приведем мотивацию проводимых исследований и осветим основ­
ные этапы развития субримановой геометрии и ее обобщений. 
Напомним, что локально произвольное векторное поле на многооб­
разии М .может быть представлено в виде дифференциального опера­
N 
тора первого порядка Х; = I: а;j(х)д~ , действующего на функцию 
j=l ) 
f Е С00 (М), а гладкость векторного поля Х; определяется гладкостью 
его координатных функций а;1 (х). Коммутатор двух векторных полей 
определяется по формуле [Х;, Xj] = Х;Х1 - XjX; и также является 
векторным полем. 
Субри.мановым пространством М называется связное гладкое рима­
ново многообразие с заданными на нем горизонталънь~ми С""-гладкими 
векторны11.ш полями { Х 1 , ... , Xm}, которые всеми своими коммутато­
рами вплоть до некоторого конечного порядка J..,f порождают вес каса­
тельное пространство к Мв каж,п;ой точке (условие Хёрмандера). Чис­
ло !vf называется глубиной субриманова пространства. Горизонтальные 
векторные поля естественным образом индуцируют фильтрацию каса­
тельного расслоения 
элементы которой 
обладают свойством [Н1,Н;] = Нн1· 
Точка и Е М называется регулярной, если существует некоторая ее 
окрестность, в которой размерности всех Hk постоянны, иначе точка 
называется нерегулярной. 
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Отметим, что случай нерегулярных точек существенно отличается 
от случая точек регулярных. Например, па JR2 горизонтальные вектор­
ные поля НМ = span{ дх, х100ду} за;.1.ают структуру субриманова про­
странства глубины ЛJ = 101 (точки, для которых х =О, нерегу:1ярны), 
в то вре:\1Я как регулярных субримановых структур на JR. 2 не существу­
ет. Поэто~1у методы работы с нерегулярными субримановыми простран­
ствами основаны на новых, по сравнению с регулярным случаем, идеях. 
Субри:\1ановы пространства моделируют физические процессы, в ко­
торых движение возможно лишь вдоль нескольких выделенных "гори­
зонта.11ьных" направлений (в частности, такие пространства описывают 
конфигурационное пространство в неголономной механике подобно то­
му как римановы пространства - в классической, т. е. голономной, ме­
ханике) и естественным образо:-.1 возникают во многих приложениях и 
смежных областях математики (см. [1,3, 11, 13,16,22,24,27,30,32.34,36,37] 
и ссылки в этих работах). 
13 1967 г. в работе /24J Л. Хёрмандер доказал, •rто условие о порож­
дении всего касательного пространства ком:-.1утаторами горизонтальных 
векторных полей {Х0 , Х1 , .•• , Xm} является необходимым и достаточ­
ным условием гипоэллиптичности дифференциального оператора вто­
рого порядка 
m 
Р= L:xf +Xu+c. 
i==l 
Уравнения Ри = f называются субэллиптv:ческими или вырожденны­
ми эллиптическими уравнениями (простейшим примером таких урав­
нений является уравнение Колмогорова, описывающее процесс диффу­
зии). 
В 1971 г. И. Стейн выдпинул программу исследования геометрии 
векторных полей, удовлетворяющих условию Хёрмандера, с целью изу­
чения геометрии особенностей ядер фундаментальных решений субэл­
липтических уравнений. 
13 1976 г. Л. Ротшильд и И. Стейн [34] показали, что в окрестности 
регулярной точки субриманово пространство можно приблизить ниль­
потентной стратифицированной группой Ли, а также предложи:ш ме­
тод сведения некоторых вопросов для нерегулярных точек к случаю 
регулярных точек. Этот метод основан на вложении исходного про-
~~~·~•;;.:.:1~~- :n~. ~: ". ~~\.~!~/'. ·:.'~~' ' 
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страпства в регулярное субриманово пространство большей размерно­
сти. Позже были пре,'1,ложены различные его модификации и обобще­
ния IJ8,20,25,26], идеи некоторых из которых мы используем в настоя­
щей работе. 
Дальнейшее изучение теории субэллиптических уравнений привело 
к необходимости выработки более общих постановок задач, в частно­
сти ослабления условия Хёрмандера [18, 32] и снижения требований на 
гладкость порождающих пространство векторных полей [14, 29]. 
Что касается теории оптимального управления: тот факт, что лю­
бые две точки многообразия М можно соединить кривой, являющейся 
решением системы уравнений 
rn 
± = La;(t)X;(x) (1) 
i=l 
(т. е. другими словами, управляемость этой системы) эквивалентен ба­
зовому фн.кту субримшювой геометрии - теореме Рашеаского - Чоу 
[9, 17] о том, что любые две точки можно соединить горизонтальной 
кривой при выполнении условия Хёрмандера. Элементарный вариант 
этой теоремы (при т = N - 1) был доказан еще в начале ХХ века 
Каратеодори в связи с вопросами термодинамики Карно. Следует от­
метить, что в практически важных задачах ранг системы векторных 
полей {Х1 , ... ,Xm} редко бывает постоянен в каждой точке, поэтому 
рассмотрение нерегулярных точек становится принципиальным. 
Отметю.1 актуальность расс;1.ютрения более общей постановки зада­
чи !10, 19], когда зависимость от управляющего параметра нелинейная: 
{
± = f(x,a), 
х(О) =хо. 
Необходи;1.1ым условием локальной управляемости этой системы яв­
ляется следующее условие: 
{ { 
дlQI }} 
span h(O): h Е Lie ди'J(·,О), а Е Nм = Тх0 М. 
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F" := span ди'J(·, О) 
Jal.:;;v 
Н1 := span{[/1, ... , [fi-1, fi]] 1 fj Е F"1 , v1 + ". + //i ~ l}. 
Тогда Но<;;;; Н1 <;;;; ... <;;;;Нм= ТМ. Эта фильтрация обладает свойством 
[Hi, Н;] ~ H;+J· Таким образом, и для теории оптима.пьного управления 
важно рассмотрение пространств, зн,цанных более общей фильтрацией, 
че~1 классические субримаповы пространства. 
Кро~1е того, и в задачах теории оптимального управления интересен 
вопрос о снижении гладкости задающих систе:\1у векторных полей, см" 
например, работу [33], в которой рассматривается случай липшицевых 
векторных полей и глубины М = 2. 
Следует также упомянуть о появлении новых моделей в нейробио­
логии, описываемых геометрией Карно - Каратеодори, для уточнения 
которых существенно понизить требования на гладкость векторных по­
лей до мини:\tальных. 
Таким образом, бурное развитие субри:\tановой гео:\tетрии и ее при­
ложений привело к появлению множества различных определений, за­
дач и подходов. I3 данной работе мы формулируем обобщающую кон­
цепцию пространств Карно - Каратеодори, охватывающую широкий 
спектр описанных выше подходов и приложений, и исследуем свойства 
полученного объекта. 
Поясним теперь актуальность основных задач, которые решаются в 
диссертации. 
Вернемся к рассмотрению системы (1). Пусть A(t, х0 ) - множество 
всех точек, достижимых из точки х0 за вре:\1я О~ т ~ t. В силу усло­
вия Хёрмапдера множество A(t, х0 ) непусто. Изучение его структуры 
может быть сложным. С помощью С'Гандартной линеаризации полу­
чаем систему, для которой это множество может быть пусто. В каче­
стве аппроксимации, которая сохраняет субримапову структуру, под.хо­
дит нилыютентная аппроксимация. Различные варианты предлагались 
в /11, 12, 20, 23, 34], их построение тесно связано с выбором удобной для 
вычислений системы координат. 
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Проблс;ма выбора аппроксимаций ставится следующим образом: най­
ти аппроксимацию исходных векторных полей векторными полями {Xi }, 
которые образуют нильпотентную алгебру Ли и таковы, что 
Х; = Xt +R;, 
где векторные поля R; имеют больший порядок малости. Условие ниль­
потентпости сильно упрощает вычисления, поскольку коэффициенты 
векторных полей становятся полиномиальными. При этом естественно 
пытаться подобрать поля { Xf} так, чтобы все их коммутаторы в точке 
и совпа,да.пи со значениями соответствующих коммутаторов исходных 
векторных полей { Xi}. Такой выбор аппроксимаций возможен для сво­
бодных векторных полей [34J (при этом точка является регулярной); в 
общс11-1 же случае пильпотентных ашrрокси:маций с таким свойством мо­
жет не существовать. Однако).._ возможен выбор нильпотентных аппрок­
симаций такой, что Hk(u) = Hk(u), где 
В связи с теорией оптимального управления встает вопрос о расхож­
дении интегральных линий векторных полей {Х;} и {Xi'}. Получение 
оценок расхождения позволяет построение алгоритмов планирования 
движения для системы (1) [26] и оценивать их сложность. 
Тесrю связан с построением нильпотентных аппроксимаций вопрос 
о :юкальной структуре субримановых пространств. 
Хорошо известно, что риманово многообразие с первым порядком 
точности приближается евклидовым пространством. В 1981 г. М. Гро­
мов предложил понятие касательного конуса к метрическому простран­
ству [21J, обобщающее понятие касательного пространства к гладкому 
многообразию (касательный конус к ри:\tанову пространству в каждой 
точке ·-- евклидово пространство). Касательный конус к (Х, d) в точ­
ке х Е Х определяется как предел пунктированных метрических про­
странств (Х, х, >. · d) при >. __, оо, при этом сходил.юсть вводится с поr.ю­
щью расстояния по Громову - Хаусдорфу между двумя абстрактными 
метрическими 11ространствами. 
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Отметим, что из теоремы Рашевского - Чоу вытекает существование 
на субриманово:-.1 пространстве внутрен:н.ей метрики Карно - Каратео­
дори dc, определяемой как точная нижняя грань кривых, соединяющих 
две данные точки. 
В 1985 г. Дж. Митчелл [281, в 1996 :\1. Громов [22J, А. Беллаиш /111, 
в 2001 г. Ф. Жан /26J доказали существование и исследовали алгебраи­
ческую структуру касательного конуса к субримановому пространству: 
это есть нильпотентная стратифицированная группа Ли в регулярной 
точке и фактор-пространство такой группы по се подгруппе изотропии 
(относительно естественном образом определяемого действия) в tюре­
гулярной точке. 
При рассматриваемых нами обобщениях, большинство классических 
методов изучения локальной и метрической гсо;о.1етрии пространств Кар­
но - Каратсодори неприменимы, требуется выработка новых подходов. 
В частности, теорема Рашевского - Чоу может быть неверна, и внутрен­
ней метрики dc может нс существовать. Возможно введение различных 
квазиметрик [321 (основное отличие квазиметрики от метрики заклю­
чае'l·ся в том, что неравенство треугольника выполнено лишь в обобщен­
ном с:-.1ысле, т. е. с некоторой константой). По ряду причин, прямоли­
нейное обобщение теории Громова на квазиметрические пространства 
невозможно. Таким образом, становится актуальным вопрос о введе­
нии адекватного определения касательного конуса к квази:-.1етрическо­
му пространству, которое естественным образом обобщало бы опреде­
ление Громова для ыетрических пространств, и исследование вопроса о 
существовании и структуре касательного конусе к квази;о.1етрическо~1у 
пространству Карно - Каратеодори. 
Для случая регулярных пространств Кар110 - Кара.теодори во11ро­
сы локальной геометрии при минимальной гладкости векторных полей 
изучались в /4-7, 27J. В 2007-2010 гг. С. К. Водопьянов и М. Б. Кар­
ма.нова предложили новый подход, позволяющий доказать, для случая 
регулярных точек и С1 ·"'-гладких векторных полей (а > О), а.налоги 
большинства. классических теорем субри:-..1ановой геометрии. В частно­
сти, они доказали теоремы о построении пильпотентных аппроксима­
ций, о расхождении интегральных линий, локальную аппроксима.цион-
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ную теорему в одной из квазю.tетрик, введенных в [321. 
Вопрос о локальной структуре нерегу.л.ярны.х квази.м.етри-ческих про­
стра11стn Карно - Каратеодори исследуется в настоящей работе впер­
вые. 
Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково­
дителю С. К. Водопьянову за постановку задач, плодотворные дис­
куссии и неоценимую подцержку в работе. Автор также благодарит 
М. Б. Карманову за консультацию по поводу работы [71. 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ. 1. Сформулировать обобщающую концепцию нере­
гулярных (квази)метрических пространств Карно - Каратеодори, охва­
тывающую описанный выше широкий спектр приложений и подходов, 
и исследовать локальную геометрию таких пространств; 
2. Построить адекватную метрическую теорию и изучить алгебраи­
ческую структуру касате.1ьного конуса к пространству Карно - Кара­
теодори. 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ. 1. Исследована локальная геометрия 
(квази)метрических пространств Карно -Каратеодори класса с-м+r 
(здесь ЛJ - глубина пространства) в окрестности нерегулярной точ­
ки. Доказаны теорема о расхождении интегральных линий и локальная 
аппроксимационная теорема. 
2. Построена теория сходимости д.1я квазиметрических пространст)j, 
обобщающая классическую теорию Громова для метрических пространств. 
3. Доказано существование и исследована алгебраическая структура 
касательного конуса к нерегулярному (квази)метрическому простран­
ству Карно - Каратеодори. 
МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ. Методика исследования основы­
вается на синтезе и обобщении работ [23, 26, 27, 32, 34]. Кроме того, в 
работе развиты новые методы работы с квазю.1етрическими простран­
стваыи, в частности, квазиметрическими пространствами Карно - Ка­
ратеодори. 
НАУЧНАЯ НОВИЗНА. Все основные результаты, полученные в дис­
сертации, являются новыми и снабжены строгими доказательствами. 
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРАКТИЧЕСКАЯ ЦЕННОСТЬ. Результа­
ты работы имеют теоретическое значение. Методы и резу:rьтаты работы 
;-.югут быть при;-.юнены в неголономной теории управления для постро-
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ения алгоритмов планирования движения и оценки их сложности, а 
также в теории субэллиптических уравнений. 
АПРОБАЦИЯ РАБОТЫ. Результаты диссертации докладывались 
на International Congress of Mathematicians (19-27 August 2010, Hyderabad, 
lndia); на lnternational conference «New trends in sub-Riemanian geometry» 
(29 March-2 April 2010, Nice-Sophia Antipolis, France); на Международ­
ной школе-конференции по геометрическому анализу (2-9 августа 2010, 
Горно-Алтайск); на Российской конференции «Топоноговские чтения 
2010» (6 марта 2010, Новосибирск); на lnternational conference «Harmonic 
analysis, geometric measure theory and quasiconformal mapping» (14-20 
June 2009, 13elaterra, Spain); на Международной конференции «Совре­
менные !lроблемы анализа и геометрии» (14-20 сентября 2009, Ново­
сибирск); на Международной конференции «Mal'tsev Meeting», посвя­
щенной 100-летию со дня рождения А. И. Мальцева (24-28 августа 2009, 
Новосибирск); на Международной школе-конференции по геометриче­
скому анализу (17-21 августа 2009, Горноалтайск), на XLVII Между­
народной студенческой конференции (13-17 апреля 2009, Новосибирск); 
на семинаре «Геометрический анализ» Института математики иы. С. Л. 
Соболева СО РАН под руководством С. К. Водопьянова; па се~шнаре 
отдела анализа и геометрии Института математики им. С. Л. Соболева 
СО РАН под руководством Ю. Г. Решетняка. 
По результатам работы получены стипендия Сибирского математи­
ческого журнала (2009 г.), стипендия Московского Независимого Уни­
верситета (2010 г.) и премия «Лучшие аспиранты РАН» (2010 г.). 
ПУБЛИКАЦИИ. Результаты диссертации опубликованы в [40]- [53]. 
ОБЪЕМ И СТРУКТУРА ДИССЕРТАЦИИ. Диссертация изложена 
на 137 страницах, состоит из введения, пяти глав и списка литературы 
из 87 наименований. 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ. В первой главе мы приводим основ­
ные понятия, примеры и известные результаты теории пространств Кар­
но - Каратеодори и смежных метрических вопросов, необходимые для 
дальнейшего. А именно, в п. 1.1 мы приводим прю.1еры и некоторые 
базовые факты "классической" субримановой геометрии. В частности, 
вводится метрическая структура на субримановом пространстве. П. 1.2 
посвящен изложению основ теории Громова сходимости метрических 
пространств и их обобщений [3]. Кроме того, в этом пункте фому.пи-
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руется теорема о касательном конусе к субри111анову пространству с 
внутренней метрикой Карно - Каратеодори, существующей по теореме 
Рашео<.:кого - Чоу. В п. 1.3 приоедены некоторые базооые <.;Оедепия о 
квазил1етрических пространствах. 
Определение. I<вазиметрu'tески.м. простра:н.ством (Х, dx) назы­
вается топологическое пространство Х с заданной на нем квазиметри­
кой dx. К вазиметрикой называется отображение dx : Х х Х -+ JR+, 
обладающее следующими свойствами: 
(1) dх(и, v) ~О; dх(и , v) =О тогда и только тогда, когда и= v; 
(2) dх(и, v) ~ cxdx(v, и), где 1 ~ сх < оо - некоторая константа, 
общая для всех и , v Е Х; 
(3) dх(и, v) ~ Qx(dx(u, w) + dx(w, v)), где 1 ~ Qx < оо ·- неко­
торая константа, общая для всех и, v, w Е Х (обобщенное неравенство 
треугольника); 
(4) функция dx(u, v) 11олунепрерывна сверху по первому аргументу. 
Если сх = Qx = 1, то (Х, dx) - метрическое простраш:тво. 
П. 1.4 посвящен обзору основных результатов работ [4, 7, 27] по ло­
кальной геометрии регулярных квазиметричесих пространств Карно -
Каратсодори. П. 1.5 - 110 локальной геометрии м1101·ообрн.зий Кар­
но [4, 27]. 
Вторая глава посвящена изучению локальной геометрии квази:мет­
рпческих пространств Карно - Каратеодори в нt>регу;1ярной то•1ке. 
13 п . 2.1 мы формулируем обобщающую концепцию пространств Кар-
110 - Каратсодори, которая охватывает 
1) "классические" субримановы пространства, заданные иабором "го­
ризонтальных" векториых по;1ей, удовлетворяющих условию Хёр:манде­
ра (при этом условия на гладкость могут быть минимально возможные, 
как в [14, 29, 33]); 
2) регулярные пространства Карно - Каратеодори, рассматриваел1ые 
в работах [4-7, 27]; 
3) определение работы [18], в котором горизонтальные векторные 
поля могут иметь различные формальные степени, и более общее опре­
деление [32]. 
Определение. Связное гладкое многообразие М размерности dim М = 
N назове:-1 11роr.трти;тпвом. Кщто К apaтneoJop'lL ·кла.сш СР, если суще-
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ствует фильтрация касательного расслоения 
и набор векторных полей Х1 , Х2 , ... , Xq Е CP(U), И~ М, такие, что 
Hk = span{X1 , Х2, .. "XNk}, k = 1, 2, ... , Л-1, Nk::::;; q 
и 
[H;,Hj] ~ H;+J· 
Здесь под коммутатором [Н;, Hj] подразумевается линейная оболо•1ка 
коммутаторов векторных полей, порождающих Н; и Hj; Nk ~ dimHk, 
где dimHk - максимальная размерность элемента фильтрации Hk в 
окрестности И (вообще говоря, размерность Hk может меняться от точ­
ки к точке). При этом допускается случай, когда Н1 = ... = Н;0 = {О} 
для некоторого 1 ::::;; i 0 < М. 
Минимальное число М элементов фильтрации называется глубиной 
пространства Карно - Каратеодори. 
I3 настоящей работе мы исследуем пространства Карно - Каратео­
дори класса см+~ и предполагае:-.1, что каждому векторному полю при­
своена степень deg(X;) = d;, 1 ::::;; d1 ::::;; d2 ::::;; ... ::::;; dч ~ М. Обозначим 
через 
Х1 = [Х;р [ ... , [Х;._ 1 , X;.J ... ] 
коммутатор порядка k - 1, где I = (i 1 , ... , i~) - произвольный мульти­
индекс. Предположим, что 
для всех v Е И, где IIlh = d;, + ... + d;k. Буде:-.1 также считать, что 
Х1 Е см+ 1 (U) для всех мультииндексов I таких, ЧТО IIlh ::::;; М. 
Тогда векторные поля {Х1 }111",;;;м задают на И структуру простран­
ства Карно - Каратеодори класса см+~. При этом HJ = span{X1 }111h,;;;J· 
В п. 2.2 мы приводим примеры пространств Карно - Каратеодори, 
которые пе являются субримановыми пространствами в классическом 
смысле. I3 связи с этим следует отметить два важных обстоятельства: 
1. I3 рассматриваемой ситуации может возникать следующий неожи­
данный эффект: при разных расстановках весов для одних и тех же 
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векторных по.1ей ;-.южно получать различные комбинации соотношения 
регулярных и нерегулярных точек на пространстве Карно - Каратеодо­
ри (в п. 2.2 приведены соответствующие прю.1еры). В связи с ЭТИ;\1 необ­
ходиJ1.ю модифицировать процедуру выбора базиса, по которому будет 
строиться система координат (см. различные способы выбора базисов 
в [11, 23, 26, 32]: "нормальный" базис, "минимальный" базис, "ассоцииро­
ванный" базис, баэис удовлетворюящий условию максимальности объе­
.ма и т.д.). 
2. В рассматриваемых предположениях теорема Рашевского - Чоу, 
влекущая существование на И внутренней субримановой метрики, мо­
жет быть неверна. В связи с этим, для измерения расстояний мы рас­
сматриваем следующую функцию (одну из предложенных в [32] для 
удобства вычислений) и доказываем, что она является квази:метрикой 
па И: 
p(v, w) = inf{д >О 1 существует кривая "У: [О, 1]-+ И такая, что 
1(0) = 1;,1(1) = w,'Y(t) = L w1X1(1(t)), lw1I < 15IIlh}. 
illh~M 
Отметим, что для случая регулярных пространств Карно-· Каратео­
дори введеппа.>1 кваэимстрика совпадает с ра.ссма.триваемой в [!>-7, 27[ 
квазиметрикой d00 • П. 2.3 посвящен выбору базиса. 
В п. 2.4 с помощью выбранного базиса строится система коорди­
нат второго рода, в которой производится построение нильпотентных 
аппроксимаций {Х/}1 11h~м, обобщающее схему, предложенную в /23]. 
Следует заметить, что, в отличие от случая регулярных пространств 
Карно - Каратеодори, согласования начальных данных Х1 (и) = Xf(u) 
в общем случае может не быть. 
Одним из ключевых технических инструментов при изучении ло­
ка..1ьной геометрии пространств Карно - Каратеодори является изло­
женная в п. 2.6 конструкция свободных векторных полей, продолжа­
ющих щ1.1111ые на. ре1·ул.>1рпос пространство Карно - Каратсодори М = 
М х IRN-N большей размерности N ~ N. Эта конструкция синтезиру­
ет и обобщает методы работ /18, 26] и позволяет применить результаты 
работ [4, 27] по регулярным пространствам Карно - Каратеодори. 
13 
В п. 2. 7 изучаются свойства квазиметрик р и pu, где pu строится 
в п. 2.5 по векторным полям {Х/}111h:;;;м так же, как р по исходным 
векторным полям {Х1 }1 1 1h:;;;м· Наиболее важным для редукции к слу­
чаю регулярных точек является за:ыечание о неубывании квазимстрики 
при переходе к многообразию М: если р и jju - квазиметрики на М, 
~u 
построенные по продолженным полям { Х j'} 111 h,;;; м и { Х 1 } 111 h,;;; м, соот­
ветственно, то 
p(v, w) ~ p((v,p), (w, q)), 
для всех р, q Е IR N - N. Аналог этого свойства был впервые установлен в 
[34] для классических субримановых пространств с метриками Карпа -
Каратеодори. 
Кроме того, мы доказываем следующие геометрические свойства (т. 
н. лемма о прокатывании шара, см. аналоги ;т,ля регулярного случая 
в [5, 27]): 
U BPu(x,E;) <;,:; BPи(v,r +СЕ;), 
:r.E f3Pu (v,r) 
U ВР(х, Е;) ~ BP(v, r +СЕ;+ О(rн-Ь) + O(t;Hk )). 
xEB"(v,r) 
П. 2.9 поснящен доказательству ключевых результатов главы 2: тео­
ремы о расхождении интегральных линий 11 локальной аппроксимаци­
онной теоремы. 
Определение. Пусть и, v Е И, r >О. Расхо:>1сдением иптегралънъtх 
линий с центром нильпотентизации и по шару радиуса r с центром в 
точке v назовем величину 
R(и,v,r) = max{ sup {ри(у,У)}, sup {р(у,У)}}. 
f)EBPU(v,r) yi;,,ПP(v,r) 
Здесь точки у и у определяются следующим образом. Пусть 1(t) - про­
и~вольная кривая такая, что 
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и 
Определим у = ехр( L: b1X[)(v). Таким образом, точная верхняя 
lllh~M 
грань в первом выражении берется не только по точкам у Е BPu (v, r), 
но и по соответствующим им наборам {Ь1 }1 1 1h~M· Аналогичным образом 
интерпретируется второе выражение. 
Основными результатами второй главы являются следующие две 
теоремы. 
Теорема (о расхождении интегральных линий). Пусть и, v Е И, 
р(и, v) = О(Е), r = О(Е) и BP(v, r) U BPu (v, r) ~ И. Тогда верна сле­
дующая оценка на расхождение интегральных линий: 
R(u,v,r) = O(El+ir). 
Теорема (локальная аппроксимациопная теорема для квазиметрик). 
Для произвольной точки и Е И и точек v, w Е И таких, что р(и, v) = 
О(Е), p(u, w) = О(Е), справедлива оценка 
lp(v, w) - p"(v, ш)I = O(Ei+ir ). 
В главе 3 разработанные в предыдущей главе методы применяются 
для исследования частного случая пространств Карно - Каратеодори, 
когда можно доказать соединимость двух произвольных точек горизон­
тальной кривой (аналог теорем Рашевского - Чоу). 
В п. 3.2 мы доказываем локальную аппроксимационную теорему в 
метрике Карно - Каратеодори для слу•1ая горизонтальных 110:1сй класса 
см+~, удовлстворящих условию Хёрмандера с шагом М, коммутаторы 
которых также принадлежат классу см+ 1 • 
Теорема (локальная аппроксимационная т1~орсма для метрик Карно­
Каратеодори). Для произвольной точки и Е И и точек v, w Е И таких, 
что dc(u,v) = О(Е), dc(u,w) = О(Е), справедлива оценка 
ldc(v, w) - d~(v, w) 1 = О(с 1+ Й ). 
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При этом методы доказательства являются новы:-.ш по сравнению с 
метода11ш работы 1111 для С00-гладких полей. I3 частности, мы не ис­
пользуем t:пециалы1ых "привслигировапных" координат и :.1стода типа 
Ньютона. 
П. З.З посвящен обобщению теоремы Рашевского - Чоу -на случай 
горизонтальных см - гладких векторных полей, удовлетворяющих усло­
вию Хёрмандера с шагом Л1 (при этом дополнительная гладкость ко:-.1-
мутаторов высших порядков не предполагается). 
Теорема (аналог теорем f'ашевского--Чоу). Пусть горизонтальные 
векторные поля Х 1 , Х 2 , ... , Х m Е см удовлетворяют условию Хёрмап­
дера шага Jvf -1 па И. Тогда любые две точки v, w Е И :-.южно соединить 
горизонтальной кривой. 
Такое обобщение 1юз:1.юж1ю за счет применения другой техники про­
должения до свободных векторных полей 114,25], не требующей постро­
ения нильпотентных аппроксимаций, и доказанного в 17,271 аналога тео­
ремы Ра111свск01·0 - Чоу ;1,ли регулярных многообра::шй Карно класса 
С 1 .а. Аналогичное утверждение было получено ранее в [14] с примене­
нием специа.1ьного сложного аппарата. "почти экспоненциальных отоб­
ражений". 
Глава 4 11освяще11а. построению теории сходимости квазиметриче­
ских пространств, обобщающей теорию Громова для метрических нро­
странств, а также доказательству существования и иссле/1,овапию а.1геб­
раической структуры касательного конуса к квазиметрическо:-.1у про­
t:транству Карно - Каратеол.орн, в смысле 1шедеrшой схо/1,и:-.юсти. 
Отмсти:\1, что прямолинейное обобщение теории Гро11юва па случай 
квазиметрических пространств невозможно, поскольку расстояние по 
l'ромову - Хаусдорфу 111ежду ;1,ву1101 про1пволы1ым11 огра11иче1111ыми 
квазиметри•1ескими пространствами равно нулю [5j. 
I3 п. ·1.1 мы вводим расстояние dqm (Х, У) между двумя квазнметри­
чсскиllш пространства.ми (Х, dx) и (У, dy) ка.к ипфиму!I! чисел р > О, 
для которых существуют та.кие (не обязательно непрерывные) отобра­
жения f : Х ~ У и g : У ~ Х, что 
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В этом же пункте доказано обобщенное неравенство треугольника 
для dqm для классов квазиметрических пространств, константы из обоб­
щенного неравенства треугольника для которых ограничены в совокуп­
ности. 
Отметим, что, когда Х и У - метрические пространства, введенное 
расстояние эквивалентно расстоянию Громова - Хаусдорфа dc н. 
Далее, в п. 4.2 мы доказываем единствешюсть предела последова­
тельности компактных квазиметрических пространств в смысле сходи­
мости по расстоянию dqm. 
В п. 4.3 вводится сходимость для некомпактных пространств: 
Определение. Последовательность (Хн,Рн) пунктированных ква­
зиметрических пространств сход'Umс.я к пунктированному квазиметри­
ческому пространству (Х,р), если существует такая числовая последо­
вательность J71 -+ О, что для любого r > О существуют отображения 
fп,r : вdхп (р", r + бп) -+ Х, 9п,r : вdх (р, r + 2бп) -+ Х" такие, что 
(1) fп,r(Рп) = р, 9п,r(р) = Рп; 
(2) dis(fn,r) < бп, dis(gн,r) < б"; 
(3) sнр dxп(x,gn,rUn,r(x))) < б," 
хЕВdХп (рп,r+<lп) 
Теорема (корректность определения). Пусть (Х,р), (У, q) - два 
полных пунктированных квазиметрических пространства, являющихся 
пределами одной и той же последовательности (Xn,JJn) такой, что кон­
станты {Qxn} ограничены в совокупности: IQxnl ~С для всех п Е N. 
Если Х ограниченно компактно, то пространства ( Х, р) и (У, q) изомет­
ричны. 
Введенное определение позволяет ввести понятие касательного ко­
нуса к ограниченно компактному квазиметрическоI11у пространству как 
предел масштабированных пространств, по аналогии с определением 
Громова. 
Кроме того, в п. 4.5 доказаны эквивалентность, для метрических 
пространств, вводимых определений определениям [3]. 
От:-.1етю.1, что альтернативный подход введения определения сходи­
мости для компактных квазиметрических пространств был предложен 
А. В. Грешновым в [5]. 
Основные результаты четвертой главы сформулированы в п. 4.6: 
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Теорема. Пусть М - пространство Карно - Каратеодори из опре­
деленин класса см+ 1 , и Е И ~ М - произвольпан точка (возможно, 
перегулярнан). 
Тогда квазиметрическое пространство (И, pu) является лока.пьным 
касательным конусом в точке и к квази:.1етрическому пространству (И, р). 
При этом касательный конус имеет алгебраическую структуру одно­
родного пространства G/ Н (здесь G - нильпотентпая градуированная 
группа Ли). 
Теорема. Пусть пространство Карн<rКаратеодори М за,iJ;ано гори­
зонтальными векторными поля:.ш класса см+ 1 , коммут-<tторы которых 
также принадлежат классу см+ 1 . 
Тогда метрическое нространство (И, d~) является локальным каса­
тельны11t конусо:.1 в точке и к .метрическому пространству (И, dc)· При 
этом касательный конус имеет алгебраическую структуру нильпотент­
ной стратифицированной группы. 
Теорема. Пусть М -- регулир1юе проетрш1стно Карно - Каратеощr 
ри, заданное системой векторных полей Х 1 , Х2, ... , Х N. При это:.1 вер­
пы следующие предположения на гладкость: либо Xi Е С 1 •0 , где а> О, 
i = 1, .. . ,N, либо Х; Е С 1 , i = 1, ... ,N и ЛJ = 2, где Лf - г:1убит-~ 
пространства Карно - Каратсодори . 
Тогда квази:-.1етрическое пространство (И,~) является :юкальны:.1 
касательным конусом в точке g к регулярному квазимстрическо:.1у про­
странству (И, d00 ). При это:.1 касательный конус иыеет алгебраическую 
структуру нильпотентной градуированной группы Ли. 
Глава 5 посвящена разработке единого синтетического аксиомати­
ческого подхода к описанию .1ою1Льных касатс.'Iьных конусов к (ква­
:щ)метµ11•1еским 11роt:тра11ст11<tм Карно - Каратеояори. 
В 11 . 5.1 111ы применяе111 разработанную нами теорию для локазатель­
ства существования касательного конуса для более общего класса про­
странств - абстрактных (ква."Зи)метрическпх пространств с растяжени­
ями p5,42J . 
13 п. 5.2 приведено исследование алгебраической структуры каса­
тельного конуса к (квази)метрическому пространству с растяжениями. 
Мы доказываем, что 
1) регу:нrрные IIJЮ<:Т}mш:т1щ Кпµпо - Каратеодори нв.;~тотс~1 при~н~-
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рами (ква.зи)метрических пространств с растяжениями; 
2) локальный касательный конус к квазиметрическому простран­
ству с растяжениями имеет ту же алгебраическую структуру, что и 
локальный касате:1ы1ый конус к пространству Карно-Каратеодори в 
регулярной точке (нильпотентная градуированная группа Ли). 
Утверждения 1), 2) дают аксиоматический подход к теории локаль­
ных касательных конусов регулярных субримановых пространств. При 
этом доказательство п. 2) интересно само по себе. Основной идеей яв­
ляется применение теоремы Мальцева о локальных и глобальных топо­
логических группах [8], что позволяет избежать трудностей, связанных 
с изучением локальной версии Пятой проблемы Гильберта [31/. 
Результаты последней главы получены совместно с С. К. Водопья­
новым. 
Как аrмечено в (41], результаты этой главы позволяют построить 
теорию дифференцируемости отображений пространств с растяжения­
ми по аналогии с концепцией рабаг (38, 39] для регулярных пространств 
Карно - Каратеодори. 
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